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Capitolo 1

Test parametrici

1.1 Testtdi Studenta 2 campioni

Assunzioni: Ipotesi:

e per dati non appaiati: Hy: Xa2Xpe pua=up
X ~ N(jia, 02), ii.d.

d
Xpi ~ N(up,0?), iid. Hy: Xa<#> Xp

e per dati appaiati:
Xai ~ N(pa,o?), id.
Xpi ~ N(ug,0?), id.
cioé indip. a coppie:
(Xai, Xpi) L (Xaj, Xpj) Vi, j

(YB7YA)/1 e
1 1 1at1 : 088 __ A "B ~
perX, 1L Xp (dati non appaiati): ¢ TSRSy E biytng—2
"A+"B—2

d;
19 = % ~tp-1, n=mng=npg, di=Xpi—Xai
n(;;—l)

per X, ¥ Xp (dati appaiati):

NB: Sep = o0y/0; € sconosciutoyn = ny/nq, sotto condizioni di normalita, non esiste una
soluzione esatta tramite la t di Student.

R: t.test(x1,x2,var.equal =T)
R: t.test(x1, x2,var.equal =T, paired=T) # per dati appaiati
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1.2 Testdi Welch a 2 campioni

Assunzioni: Ipotesi:
oy i
d
[ ] XBZ' ~ N(MB,O'%), i.i.d. H1 . XA <7é> XB
. 0} #0}
Xp—X . : :
1% = — 0 4 —— ~ tg g.l. = vedi appunti
2 (Xai—Xa)? + > (XBi—Xp)?
na—1 ng—1

R: t.test(x1,x2,var.equal =F)

1.3 ANOVA (analisi della varianza per confronti multipli)

Assunzioni: Ipotesi:
2
o Xi X Xi~v N(pi,07) Hy : Xlg...éxm@/ilz...:,um
d
o X, ULX, | Vi#]j H,: X;# X; peralmenoun,j

oss Tk ZZ(@ _ 5)2/(m _ 1) .
e z@ Zj(xij - 51)2/(771(” _ 1)) F(m*1)7m(nfl)

R: aov(fornula) ; sumary(aov.obj)

1.3.1 Testtdi Bonferroni

Effettuo un test t di Student per ogni coppia di gruppi, e tifitf, se si rifiuta almeno un test.
Il p-value globale va diviso tra il numero dei test (dallautjgaglianza di Bonferroni).

Test t di Bonferroni con un solo gruppo di controllo

Con le stesse ipotesi vengono pero effettuati i confrori son il gruppo di controllo; percio ho
meno test da effettuare e quindi un p-value locale piu alto.

1.3.2 Test di SNK (Student-Newman-Keuls)

¢ si ordinano per media crescente i gruppi



CAPITOLO 1. TEST PARAMETRICI 3

e effettuo un test q (SNK) per ogni coppia di gruppi
e rifiuto H, se si rifiuta almeno un test

e individuo le coppie discordi dai test rifiutati

NB: Se non esiste differenza significativa fra due medieggedoncludere che non esiste differenza
neppure fra le medie comprese fra esse.

Xa—X . :
q°% = A 5 — valori tabulati

Sgnt'ro 1 1
\/ 2 (nA + np

Test di Dunnet (SNK con un solo gruppo di controllo)

Con le stesse ipotesi del’'SNK vengono pero effettuati ificnti solo con il gruppo di controllo.
Questo test é piu sensibile del test t di Bonferroni (tend@waare di piu).

1.3.3 Testdi Tukey

Stesse ipotesi e procedura dell’'SNK,ma con un p-value stivegio implica che questo test € piu
prudente del’'SNK (tendo a rifiutare di piu).

R: TukeyHSD(aov. obj)

1.4 Test di Shapiro-Wilk

Assunzioni: Ipotesi:
o X, ~ D( . .)’ i.i.d. Hy: X i N(M,O’Q)
d
Hy: X # N(u,o0?)
w; X . .
Tow = LQ)Q — valori tabulati
> (X - X)

NB: I w; sono dei pesi “ad-hoc” e giX ;) sono i valori osservati ordinati.

R: shapiro.test(x) # x=vettore nunerico
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1.5 Test Chi-quadro

Assunzioni: Ipotesi:

- HO : XA A XB
e X4, Xp; categoriali

Hy: XX Xp
Procedura del test:
e si calcoli la tabella di contingenzaxc) per X, e Xp

*

r c (nij—nj;) *
® Te =2 2inm— ~ Xpope-n» M= (ot ng)/n

R: chisq. test(x1, x2) oppurefi sher.test(x1, x2)

R: chisq.test(x1, x2,correct=T) # con correzione per freq basse <5

1.6 Estensione multivariata del test t di Student

1.6.1 Test T-square di Hotelling

Assunzioni: Ipotesi:

N
o X4~ N(pa,0%), iid. H, XA§XB<:>/~LA:,UB

XjBZ‘NN(MB,O'z), ii.d. d
j=1,...,9, = numero v.c. Hi: Xa# Xp
Ti = 402 (X4 — Xp) "W (X4 — Xp)
dove
n_A X iii X iii /+ ?:B X iii X i*i ! n ngp—q—
W = Zfacbo ni)jtn;;—Ql( prolboxe) g (T?A++fB_g2);T12{ ~ Flgnatns—1-q)
1.6.2 Test OLS di O'Brien
Assunzioni: Ipotesi:
o X~ N(MA,JZ), i..i..d. Hy: X, 4a Xp & fia = g
S AU d
X]Bz N(IMB,O' ), i.i.d. Hy: X,4<>Xg

7=1,...,9,9q=numero Vv.c.

To = (T1 + T») / \/ O C, ") () ~NO,1) i = Cov(X,, X))

doveT)}, e la statistica t di Student applicata all’h-sima dimension
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Test non parametrici

Sia.2"™ lo spazio campionariaX il campione osservato, & ™|y lo spazio campionario di
permutazione:

2 ™|y = {X*:rapporto di verosimp(X, X*) = 1}
{(X7, ..., X)) = (Xur, .., X)) V(ui, ..., u) permutazione dil, ..., n)}
= {tutte le possibili permutazioni di }

Se vale il principio di scambiabilita dei dati, € cioe podsilapplicare un processo di randomiz-
zazione, allora:
P(X*ec AW NX*ec 2M|x) #(X* e AP)

2.1 Statistiche associative

E detta statistica associativa una funzione del tipo:
1< :
T(X)=meanyp(X)) = — E ©(X;), ¢(-) =unafunz. qualunque di)
n
i=1

NB: Test associati a statistiche associahea costanti sonmondistorti uniformemente.

Oss La funzione di ripartizione empiricﬁ(x) € per costruzione una statistica associativa, ed e
invariante rispetto a permutazioni dei dati:

PX,x) = %#(X <) = %Z]I(XZ- <) = %Z“X? <) = F(X*,2)
i=1 =1



2.2 Come costruire un test di permutazione

Solitamente un test parametrico & una funzidhe2 ™ — R, mentre per un test (non parame-
trico) di permutazione si ha:

T 2™ x - rx ={Ty, ..., T}, T,€R, w=*#permutazioniper X

dovery € R¥ € la distribuzione (condizionata ai dati) di permutazioaktest; allora considerando
i valori grandi come significativi e fissato un il valore di soglia viene definito come:

T, — {M:a}

w
2.2.1 Algoritmo del test
Dati due campioniX 4 e Xz aventi rispettivamente; e n, osservazioni:
1. si calcoli una statistica te$}, sui dati di partenza

2. calcolar€l; per ogni possibile permutazione dei dati:

e seX, 1L Xp ~ permutazione dX; e Xp;, Vi=1, ..., nyevVj=1, ..., ny
_ (ni1+n
T W= ( 1n1 2)
e seX, X Xy (dati appaiati} permutazione dX 4, € Xp;,Vi=1, ..., n
;)(_,()ZQn’ n=mn; = N9

3. sicalcoliil p-value\ = #(T; > Ty) /#(T;) = #(T; > Ty) Jw
4. serisulta essere < « = rifiuto H,

NB: Sew e molto grande scelgo in modo casuale un sottoinsieme dalieuyiazioni possibili.

2.2.2 Testequivalenti

Due testl* e T sono equivalenti se uno é funzione biunivoca dell’altrogoiealentemente, essi
devono generare il medesimo p-value per ogni possibile mavepA;, = A\, VX € 2|x. E
quindi conveniente utilizzare la statistca test compuotaaimente meno onerosa tra le equivalenti.

2.3 Elenco dei test

2.3.1 Testdi permutazione standard

NB: E un test non parametrico analogo alla t di Student a dongizmi.
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Assunzioni: Ipotesi:

.XAiNDA("')v i.d. Hy: XAgXB
Xpi~ Dy(---), id.

d
Hy: X4 <7é> Xpg
® X-i eR
Procedura del test:

e perX, I Xy (dati non appaiati): 7+ = Xa=Xz = X,

o perX, W X (dati appaiati): 7+ = =4 Xsd = S (X, — Xp,) = S dist ~ N(0,1)
di = | Xai — Xpi|, s =sgn X4 — Xp;)

2.3.2 Test di Mann-Whitney

NB: E un test non parametrico analogo alla t di Student a doizmi.

Assunzioni: Ipotesi:

° XAiNDA(-")’ ||d HO: XAiXB
Xpi ~ Dg(--+), iid.

d
Hy: X4 <7é> Xp
[ ) XA 1 XB
e X, € R = no doppioni

e sotto H, si ha chel'y <> Fpg, cioe le
f.d.r. F. non siincrociano mai

Procedura del test:
e sicostruisca il vettore unicd = X4 |4 X5
e sicalcoliR; = Rank X;) = #(X; < X;)
e sisepariR* in 2 vettori RY,, R}, in base alla numerosita dei campioni di origine

. _ Ry-Ry _ S(RyM) .
* Tyw = VarRe) N >Ry,

—seny <70ng <7, Ty — valori tabulati

—seng>Tenpg > 7, Ty ~ N(0,1)

Dove M =ny(n+1)/2eV =nang(n+1)/12.

Prop Grazie alla trasformazione in ranghi, il test non € piu dpiathato ai dati osservati.
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NB: E possibile inoltre utilizzare la correzione Eisher-Yates per migliorare la normalita:

n—na

m) Ly = B(Ry) = DN (Rys/ (n+ 1)

T;Y:@’;—@;zazw(o,

R: wilcox.test(x1,x2, exact=F) # p-val ue asintotico

R: wilcox.test(x1,x2, exact=T) # p-value esatto

2.3.3 Test di Wilcoxon

NB: E un test non parametrico analogo alla t di Student a dogizani per dati appaiati.

Assunzioni: Ipotesi:

e dati appaiatiX 4;, X; continui Hy: X4 4 X5
cioé indip. a coppie:

d
(XAi7 XBZ) 1L (XAj7 XB_]) v’l,j H1 : XA <§£> XB

[ ] di = (XBi - XAz) ||d
e |d;| non ripetuti
Procedura del test:

e si calcoli|d;|

e sicalcoliR; = Rank|d;|) = #(|d,| < |dy])

ST (R;sgn(d;)—Mean(R)) = T{;V/ _ Z(RiH[O,Jrinf)(di)—M/) N N(O 1)

o lw= /Var(R) %

Dove M = n(n +1)/4e V' = n(n +1)(2n + 1)/24.

Prop Grazie alla trasformazione in ranghi, il test non € piu épiathato ai dati osservati.
NB: In modo analogo al test di Mann-Whitney, & possibile irelitilizzare la correzione dhisher-Yates,
o quella divVan Der Waerden per migliorare la normalita.

R: wilcox.test(x1, x2, pai red=T, exact=F) # p-value asintotico

R: wilcox.test(x1, x2, pai red=T, exact=T) # p-value esatto

2.3.4 Testdi McNemar

NB: E un test non parametrico analogo alla t di Student a dogizni per dati binari.
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Assunzioni: Ipotesi:
e dati appaiatiX 4;, Xp; { Hy: X, 4 X5
d
o Xy~ Dy(--), id. Hy: Xy <>Xp

Xpi~ Dy(---), id.

Procedura del test:

disy __ d;s]
[ ] TJEC:Z ‘dz‘ — ,—Zdz

Procedura alternativa del test:

e X, € R, 0X, qualitativi ordinali, o binari
e siconsiderano i segni delié

e si calcoli la tabella di contingenza (fredjfferenza dei valori):
A\B 0 1

0] foo\O | for\l fots fio ~ Bin(fo1 + fi0. 3)

L] fio\ =11 fu\0

o Tvie = for = fio ~ Bin(fo1 + fio, 3)

R: nctnemar.test(x1, x2) # xi=vettore categoriale

R: wilcox.test(tbc) # tbc=tabella di contingenza

2.3.5 Test Chi-quadro di permutazione e Test esatto di Fishe

Assunzioni: Ipotesi:
. . . . Ho . XA i XB
e X, id., Xp; i.d. ambedue qualitative d
conk > 2 livelli ciascuna Hy: Xa# Xp

Solitamente per verificare tali ipotesi viene utilizzataest parametrico Chi-quadro, ma quan-
do nella tabella di contingenza si € in presenza di frequeinzella basse< 5), € possibile far
affidamento alla sua distribuzione di permutazione, s\varmosi cosi da questa debolezza.

Procedura del test:

e Si permuta come nel caso, 1L Xp (tra i gruppi)

. r e Uuy=fy)? «
o TV, = Yoy ijl Jﬁj =, fij =freq. oss f}; = freq. attese
NB: Nel casok = 2 viene utilizzato il test (delle probabilita esatte) di Feshl quale si basa sulla
distribuzione ipergeometrica per calcolare il valore tesda ottenere nelle celle.

— per numerositdasse viene utilizzato il test esatto di Fisher

— per numerositalte viene usato il test Chi-quadro di permutazione
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2.3.6 Test per v.c. qualitative ordinali

Assunzioni: Ipotesi:
e X, i.d., Xp,; i.d. ambeue qualitative Hy: X4 4 X5
ordinali conk > 2 livelli ciascuna d
- H,: X4<>Xp

Per questo problema sono state proposte diverse solue@ne: ily?, il x> cumulato, la trasfor-
mazione in ranghi delle osservazioni o delle classi; matgygesentano alcuni inconvenienti anche
severi. La soluzione viene dalla famiglia di test defterdnes®f fit (o di bonta di adattamento, o
di divergenza tra distribuzioni):

e Cramer-Von Mises
T = 35 FA(XG0) — Fi(X5) = Y05 Fa(Ly) — Fi(Ly)

e Anderson-Darling
T,ZD:ZJ 1 [FA( F* /\/FC I_FC(L )> nn(n?—:—?zb 1)

e Kolmogorov

a(t) — Fp(1)

¢ Kolmogorov-Smirnov
Ty = max (FL - FEi)

,  NB:sup

e Kolmogorov-Smirnov-Anderson-Darling
Thgp = MaX (F;;Z. - FB> / e (1 - FC>

e test della mediana di Brown-Mood
si dicotomizzaX 4 e X g rispettivamente alla mediana di X 4 H X5

A | B
si crea la tabella di contingenza: < X | fi1 | fis
> X Jor | fa2
e si considera il test},,, = f& oppuref;s
Notazioni e proprieta:
Fo =fdr. perXaly Xp L; = livello j-mo
E(Fa(L;)) = Fa(L;) V(Fa(L;)) = Fa(L;)(1 = Fa(L;))/na

NB: T} g 4p €T g SONO spesso i migliori ma a voli,,,, prevale.

2.3.7 Analogo dell’Anova ad una via

SiaX ={X; : h=1,...,¢; j=1,...,¢; i=1,...,n;} Vv.C. ¢-dimensionale con campioni
di numerosita:; ciascuno. E possibile trasformakedag aspetti d'interessea <=> q.
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Hy: X, 2... 4%,
Hy - {Uf:lHU}

Per ogni componente dell’'ipotesi nulla globale deve egste testl;. Ogni test dev’essere non
distorto ed almeno uno dev'essere consistesté \; sono positivamente dipendenti, cioé sono
stocasticamente ordinati.

Per ottenere il p-value globale si utilizza una combinagzioon parametrica(\, ..., \x) di
quelli parziali, la quale deve soddisfare le seguenti petr

{ﬂ?:l Ho@'}

Ipotesi:

e 1) continua e non crescente in ogni argomento

e limy, o9 (-) = ¥ = sup?(-)) possibilmente infinito

e Ya siha che il valore critico della funzione di combinaziahe< v
Funzioni di combinazione piu usate:

e Fisher:T, = -2 log(\;)

e Tippet: T = min()\;) 0 max(1 — \;)

e Liptak-normal:7,, = S>® (1 - ),;), @& =f.d.rdiunanN(0,1)

o Liptak-gammaT,, = > T, ;(1—X)

e Liptak-logistic: 7, ; = > log [(1 — \;)/Ai]

e Quadratical,, = U"R;;'U
conU = [® 11— \y),..., 27 (1 — N\p)], Ry = {Cov(U;,Uj;), 4,5 =1,...,k}

e Diretta:T), = > F,;'(1 — ;) = Y. Ty, tutti i T; devono avere la stessa distribuzione
Procedura del test:

1. nel casa@ = 2, si consideri la matric& = X ;. |4) X.».:

Xlll X11n1 X121 X12n2

qul e Xq1n1 Xq21 e Xang
2. sicalcoli ilT° per ogni variabile, e la relativa distribuzione di permitaz:
T, - T

0 * *
Tq qu TqB
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3. per ogni variabilé, si calcoliil \} e la funzione p-value su ogii;:

)‘(1] Xfl X{B
N : (T > T)

iy = L b=1
) b B+]_

B

. . . . 7t
)\0 \* e\
ql qB

q

4. scelta una funzione di combinazione, si effettuanB fe1 combinazioni dei p-value parziali:

ol

5. ottengo il p-value globale péf,: A\ = #(%zwo)’ b=1,...,B

Procedura di combinazione iterata:
La conclusione finale dipende pero dalla scelta piu o menitrania di«). Per svincolarsi da tale
scelta si procede nel seguente modo:

e arrivati al passo (4), si calcolario> 1 funzioni di combinazione:
VLY U

VR UTe o U
e si calcolano i p-value globali come al punto (5), e:

—seily,, i =1,...,k coincidono tutti tra lore= STOP Y, = A,
— si riparte dal punto (2) utilizzando la matrice corrente

2.3.8 Test di Kruskal-Wallis

NB: E un test non parametrico analogo all'analisi dellaaaza.
Assunzioni: Ipotesi:
Z:]-a y 9, g:#gruppl

Hy: X, %X, Vi k

d
H,: X;# X, peralmenoun,k
[ ] Xi uin Xk \V/Z,k’

e X, € R = no doppioni

e sottoH, sihacheF; <> I}, Vi, k, cioe
le f.d.r. F' non siincrociano mai

Procedura del test:

e si costruisca il vettore unicd = [47_, X;
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x SO ni(F—F)? 12 g — N2 .2
i TKW - (N - 1) ‘;-]:1 i‘;};’l(rm_f)z — N(N+1) Zi:l nz('rz - T) ~ Xg—l

—n, = numero di osservazioni nel gruppo
—r;; = rango globale dell'oss; dal gruppao:
— N = #(X) = numero totale di osservazioni

=Ty = 5L Tij /i
—7 = (N + 1)/2 = media di tutti glir;
R: kruskal .test (x~factor)

R: kruskal .test(list_of_vectors)

2.3.9 Analogo dellAnova a due vie

Fissato uno dei due fattori avenidivelli:
e per ognilivelloL;:

— viene calcolata un’Anova a una via

— si ottiene cosi la distribuzione di permutazione del testy,?|}

AR

e si concatenano in sequenza le distribuzioni ottenute:

AR

)

*
1B

VLB

e eseguo nuovamente un’Anova a una via partendo dal puntol{@)reatrice ottenuta

e il p-value ottenuto al punto (5) e quello globale finale

2.3.10 Test di Kolmogorov-Smirnov

Assunzioni: Ipotesi:
QXZ-NDA("'), |d HO: XgD/,D,I
d
e D distribuzione continua Hy: X<#>D

Procedura del test:
e sicalcolilaFx f.d.r. empirica, e l&; f.d.r. teorica

o Txs=sup|Fx(z)— Fr(z)| — valori tabulati

R: ks.test(x1,x2) # confronta le 2 distrib.

R: ks.test(x,’pdistrib’) # confronta con la distrib. teorica

ditrib. ipotizzata
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2.4 Dati mancanti

Se i dati mancano a caso, cioé sono equamente distribuiitijtcgopi, allora si possono ignorare
e procedere con I'analisi del dataset ridotddQ = 1).

A volte pero i dati possono mancare non completamente a adsesempio quando la loro per-
centuale dipende dal tipo di trattamento utilizzato. Adiagmiabile X}, viene quindi associata una
variabile binariaD;,:

O] = Opy; h=1,....¢; r=1,...,¢; j=1,...,n,
B 0 , seX,,; € mancante
| 1, seXy,; & osservato

Per ovviare a questo inconveniente si considerano stdtistissociative del tigd” = > ¢ (Xp;)Onr;
da applicare if.2"™|x; O), cioé una fetta dello spazio di permutazione nel quale ravcastante
il numero di dati mancanti nei vari campioNij,.

E pero difficile rendere tutte uguali le distribuzionidf all'interno di una fetta, si cerca quindi
di renderle uguali almeno in media e varianza; cio € possdmhsiderando un campionamento da
popolaziondinita e utilizzando la seguente statistica test per due @amp

T =WiVE =WV =200

2.5 Conclusioni sull’ipotesi globale date k parziali

Dato il seguente sistema di ipotesi:

Hy = {N°, Ho H; = ipotesi parziale i-esima
Hy = Uf:l Hy;
e fissato uny globale, per testare singolarmenté: lpotesi parziali & possibile utilizzare una delle

seguenti procedure:

e Procedura&ingle-stegli Bonferroni:
— si aggiusta ogni p-value\?dj =Nk, i=1...k

e Procedurd&tep-dowrdi Bonferroni-Holm:
— si aggiusta ogni p-value\?gj =Xy (k—i+1), i=1..k Xpn<...<dp

e Procedur&losedTestingdi Marcus:
— si considerano tutte le possibili intersezioni delle siegpotesi:

Hy=H,, Hy=H NHy, Hy=H NH,NHs,

e si aggiusta il p-value péf; col max delle ipotesi che la includonfb;‘dj =max(A;, ..., \ig)

infine si rifiuta I'ipotesi globale a livello{) « se si rifiuta almeno un’ipotesi parziale.



Appendice A

Annotazioni general

A.1 Notazioni utilizzate

e 4 = concatenamento e 1L =indipendenza e ¥ = dipendenza
A.2 Ranghi
Dato il campioneX = (X;, ..., X,), il vettore dei ranghiR = (R;, ..., R,), R; € NT

associato adl avra generica componeni& = RankX;) = >, 1(X, < X;).
Equivalentemente iR; = Rank X;) = j & X; = X;), doveX(;, € un elemento del vettor¥
ordinato.
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A.3 Tabella riassuntiva dei test per I'analisi univariata

Tipo variabili ‘ P B ‘ 2 camp. indip. ‘ P B‘ 2 camp. dip. ‘ P B ‘ C camp. indip. ‘ P B ‘ C camp. dip.
guantitative| v/ — t-Student v’ — | paired t-Student v v' | 1 way ANOVA
v oo Welch McNemar v' | 1 way ANOVA* v' | 1 way ANOVA*
- Test di perm — | Testdiperm v | Kruskal-Wallis
- Mann-Whitney - Wilcoxon
qualitative ordinali| v- v x> McNemar v v | 1way ANOVA
v v2 di perm v | 1 way ANOVA* v | 1 way ANOVA*
Tg‘M? TZD? Tl*<S7 TI?SAD? TEM
gualitative nominali v- v X2 v v | 1way ANOVA
v v2 di perm v | 1 way ANOVA* v | 1 way ANOVA*
dicotomiche| v v X2 - McNemar v v | 1way ANOVA
v Fisher Exact v' | 1 way ANOVA* v | 1 way ANOVA*
Legenda
P = testparametrico B = testbilaterale

= condizione verificata

[

condizione non verificata

condizione ininfluente

oT



A.4 Tabella riassuntiva dei test per I'analisi multivariata

Tipo variabili | P B | 2camp.indip. | P B | 2camp. dip.| P B | Ccamp. indip. C camp. dip.

quantitative| v v | 77 Hotelling v v | 2way ANOVA
v OLS di O'Brien v' | 2way ANOVA* 2 way ANOVA*

gualitative ordinali v v | 2way ANOVA
v | 2way ANOVA* 2 way ANOVA*

qualitative nominali v v | 2way ANOVA
v | 2way ANOVA* 2 way ANOVA*

dicotomiche v v | 2way ANOVA
v | 2way ANOVA* 2 way ANOVA*

Legenda
P = testparametrico B = testhilaterale
“v” = condizione verificata “" = condizione non verificata “~" = condizione ininfluente
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